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油分け問題の由来と解法の進化における
文化的意義に関する一考察
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はじめに
　江戸時代の『塵劫記』（じんこうき）に記載された油分け問題（油分け算ともいう）は、
油を与えられた容器だけを用いて等分するというパズル的問題であるが、現在文部科学省

『高等学校学習指導要領』においても、数学史的な話題、数理的なゲームやパズルを取り上
げ、数学と文化との関わりについての認識を深めるとともに、パズルなどに数学的な要素
を見いだし、目的に応じて数学を活用して考察できるようにするため、とくに取り扱われ
ている１）。
　また、油分け問題は、日本文化として近年注目が集まっている和算（わさん）の典型問
題の一つである。油分け問題に類似するパズルは、1995年の海外映画ダイハードⅢ（Die 
Hard Ⅲ）にもスリリングなプロットの１つとして登場したこともある。
　この油分け問題は、『塵劫記』以前の日本の文献や中国の文献には見当たらないが、西洋
では古くからあるため、キリスト教の宣教師が伝えた可能性もあると思われている２）。
　油分け問題に関する解法はますます進化してきているが、方法が複雑化するにつれて、
機械的操作になってしまう傾向が見られる。よって、頭を鍛えるという数学の効果が弱く
なっていることが分かる。
　本稿は、Singmaster （2004）が提示した手がかりを参考に、ネット上の膨大なデジタル資
料を利用して、日本、中国および西洋の古文献で油分け問題の源を確かめ、その価値につ
いて遡って考え、『塵劫記』を中国と西洋との接点から東西における文化交流の一角として
考察する。本稿も、油分け問題そのものを数学的立場から検討し、従来の解法を分析した
上で、和算の精神に似合う新解法を提示して、数学の文化的価値を強調したい。

１．油分け問題の由来
　日本では、油分け問題は、吉田光由（1598〜1672）の『塵劫記』に初出したと知られて
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いるが、寛永４年（1627年）に発行された『塵劫記』初版本ではなくて、寛永６年（1629
年）ごろの五巻本にはじめて著わされたと指摘されている３）。
　『塵劫記』五巻本の第五巻における第40条で油分け問題が述べられている。そのタイトル
は「あぶらハかりわけてとる事」（あぶら量り分けて取る事）であって、問題文は以下のと
おりである４）。
　「あぶら一斗あるを七升ますと三升ますと二つにて五升づつはかりわけたき」（油一斗あ
るものを、七升ますと三升ますと二つで、五升づつに量り分けたい）
　この油分け問題文における斗と升は、中国に起源があると思われる尺貫法の体積の単位
である５）。升の大きさは時代や地域によって大きく異なる６）が、升と斗との関係はほとん
ど古代から変わっておらず、１斗＝10升（升は斗の10分の１となること）である。なお、
ここでの「ます」（枡）とは、体積を計量するための測定器として、「升」、「斗」などを量
るために利用される容器である。
　油分け問題は、古代中国からの体積単位を使っているため、中国の文化との接点がある
ことが分かる。
　『塵劫記』に中国と接点があることについても、多くの先行研究がふれている。とくに、
中国から伝えられた書物が『塵劫記』の数学のもとになったことは通説となっているよう
であるが、結論は多岐にわたっている。ただし、『盤珠算法』、『数学通軌』、『算法指南』７）

が『塵劫記』の初版本の種本となる見解８）に対して、『算学啓蒙』、『算法統宗』９）などとの
つながりを強調するような観点が増えている10）。とくに、『算法統宗』について、吉田光由
は角倉素庵から学んでいるような結論がある11）。
　王青翔（1987）などで指摘されたように、『塵劫記』は中算書12）と完全に重なっておら
ず、中算書の範囲を越えるものもある。ただし、中算書では、数学遊戯問題をいろいろ記
載しているが、油分け問題および類似する問題はこれまでの研究では確認していないこと
が事実である13）。したがって、中算書の範囲外から求める必要がある。
　このような考え方は、油分け問題がキリスト教の宣教師から伝えられた可能性があると
いう推測にも一致している。とくに、吉田光由がイタリアのイエズス会のカルロ･スピノラ
宣教師に数学を学んだ事実の解明14）により、油分け問題はキリスト教の宣教師が伝えた可
能性が高まっている。
　また、油分け問題に類似する数学遊戯問題は、西洋では古くからあり、「スリージャグの
問題」（Three Jug Problem）や「注水パズル」（Water pouring puzzle）と呼ばれている。
　ところが、注水パズルならば、その範囲は「スリージャグ」に限らない。よって、

Singmaster （2004）は、２種類に分けている。そのうち、 は、サイズが 、 、
の３つの容器があるとき、 が満杯で、 と を使って を等分にしたい問題である。よ

り一般的には、 、 、 が与えられたとき、 を配分（三等分とか）にしたい問題である。
これを で表す15）。本稿では、研究目的に限って、 のようなパズ
ルのみ取り扱う。
　『塵劫記』における油分け問題は、Singmasterの第Ⅰ種類の問題となる。Singmaster 

（2004）の考察によると、第Ⅰ種類の問題では、 のようなパズルがもっとも多

く、そして歴史も長い。また、Singmasterの考察によると、はじめての のパ
ズルは、ドイツの修道院長、歴史家であったAlbert von Stade （c. 1187〜c. 1260）による
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ものであり、1240年ごろラテン語で執筆したAnnales Stadenses16）では、図１の（c）に見
られるとおり、第333ページの50行より、ワイン分けについて物語のような形で、すでに

のようなパズルを述べている17）。とくに図１の（c）における表（右下）は解答
過程をも明白に示している。
　1500年前後、イタリアにおいて「スリージャグの問題」を載せた著作が現れてきた。そ
れは、イタリアの数学者、修道士で、「簿記会計の父」と呼ばれているルカ・パチョーリ

（Fra Luca Bartolomeo de Pacioli、1445〜1517）が書いたDe Viribus Quantitatisという手
稿18）である。
　この手稿の第53章でワインの二等分についての問題を述べている。それは２人の兄弟
がどのようにして８ソム（量）のワインの樽を３ソムと５ソムの２つの小さな樽を用い
て均等に分割するのかについてのパズルであった。そして第54章では、問題を広げて、

のパズルも検討しており、さらに第55章では、 のようなパズルは
不可能な問題として検討し問題提起者を皮肉ったのであった19）。
　パチョーリの手稿の存在意義は、まず1500年前後のイタリアで「スリージャグの問題」

はすでに知られていたことを示したことである。また、この手稿は のようなパ
ターンに限らず、問題の範囲を のようなパターンへと広げ、さらに問題の条件

（例えば、 のようなものの不可能性など）まで検討するに至ることも重要であ
る。
　Singmaster （2004）では、イタリアではFrancesco Galigai （1498〜1573）も、1521年の著

書Practica D’Arithmeticaには、 のパズルを述べたことがあるという手がかりを
も提示している。その後、イタリアでは長年対立していたジェロラモ・カルダーノとニコ

図１　MGHの裏表紙とAlbertの問題文
出典：�Albert von Stade. Annales Stadenses. http://daten.digitale-sammlungen.de/~db/

bsb00000943/images/index.html（アクセス日2021年８月23日）

（a）

（b）

（c）
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ロ・フォンタナ・“タルタリア”20）も、 のような「スリージャグの問題」をそれ
ぞれ述べていた。
　 カ ル ダ ー ノ は1539年 に ミ ラ ノ（Milano） で 出 版 し た 著 書（Practica arithmetice et 

mensurandi singularis）第66章第33節で のパズルを述べて、別の解法も示して
いる21）。
　タルタリアの1556年の著書『数と測定に関する一般的な論説』（General Trattato di 

Numeri et Misure）にも のパズルが載っている22）。
　この著書（図２（a）参照）は全Ⅵ部で、VeniceのCurtio Troianoにより、1556～1560年
の間に出版されたものである。油分け問題を検討したのはその第Ⅰ部の132条である23）。
　タルタリア（1556）が第Ⅰ部132条で書いた問題文は下記のように述べている。２人は隣
から８オンス（イタリア語：oncie）のバルサム（イタリア語：balsamo）が入ったアンプル

（イタリア語：ampolette）を盗んだ。帰りには、たまたま５オンスと３オンスのアンプルを
入手した。よって５オンスと３オンスのアンプルを用いて８オンスのバルサムを等分する
方法を考えたのである24）（図２（b）参照）。
　タータグリア（1556）のパズルは、「８オンスのバルサムを、５オンスと３オンスの瓶で

等分する」という問題にまとめることができる。これは典型的な のパターンの
パズルである。
　つまり、遅くとも1500年ごろからカルロ･スピノラ宣教師の祖国イタリアでは、「スリー
ジャグの問題」がすでに存在していた。カルロ･スピノラはこの問題を知っていた可能性が
高いだろう。彼に数学を学んだ７歳の吉田光由は、遊びとしてもいつかカルロ･スピノラか
らこの問題を教えられた可能性もあるだろう。

図２　タータグリア（1556）の表紙と問題文（イタリア語）
出典：�Tartaglia, Niccolò, General Trattato di Numeri et Misure, Part I （Venice, 1556）より引

用。（アクセス日2021年８月23日）

（a）表紙 （b）132条と133条
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　世界でよく知られるバシェー（Bachet）25）の著書『数学遊戯問題集』（Problemes Plaisants 
et Delectables）が1612年に出版された。本書においても「スリージャグの問題」を載せて
いる26）。それは、仲の良い二人が８パイント（フランス語：pinte）のワインを分け合うパ
ズルである。具体的にいえば、８パイントの花瓶（フランス語：vase）で作られたワイン
を二人で均等に分けるためには、ほかに２つの花瓶があり、そのうち１つは５パイント、
もう１つは３パイントである。この３つの花瓶だけを使って、ワインを均等に分けること
ができるかと問われる。バシェーは２つの方法で解くことができると述べた。
　ただし、バシェーの名著は影響力が高くても、カルロ･スピノラ宣教師はこの本が出版さ
れた1612年以前に来日し、数学を講義していた27）ため、この本を参考にすることは不可能
であったため、カルロ･スピノラを経由して吉田光由がバシェーの著書『数学遊戯問題集』
を知ることは考えられないが28）、別のルートから吉田光由がこの『数学遊戯問題集』で載せ
た「スリージャグの問題」を受け取った可能性がないとはいえないだろう。
　ともあれ、「スリージャグの問題」は西洋でいくつかの国の間で伝わってきた。それが伝

図３　バシェー（1612）の表紙と問題文（フランス語）
出典：https://www.loc.gov/resource/rbc0001.2009gen48833/（アクセス日2021年８月23日）

（a）裏表紙 （b）問題Ⅲ

表１　代表的な「スリージャグの問題」と構成要素
年代 国 著者 言語 液体 単位 容器名 大容器量 中容器量 小容器量
1240 ドイツ Albert ラテン語 vinum metretas vasa ８ ５ ３
1500 イタリア Tartaglia イタリア語 balsamo oncie ampolette ８ ５ ３
1612 フランス Bachet フランス語 vin pinte vase ８ ５ ３
1627 日本 吉田光由 日本語 油 升（斗） 枡 10 ７ ３

出典：著者作成。
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わっているときに、不変になるのはその数学的中核とする であるが、変わるの
は、内容の表現のみに限り、表１に示したように、液体の変更（ワイン、バルサム、油な
ど）、容器の変更（花瓶、アンプル、枡など）、単位の変更（ガロン、オンス、パイント、
斗・升など）が見られる。このような現象を「スリージャグの問題」の本土化と呼べばよ
いだろう。
　ただし、油分け問題を西洋から日本に伝わったものとすれば、「スリージャグの問題」の

本土化としても、『塵劫記』では、その数学的中核も、 から へと変
わった。Singmaster （2004）では、 と異なる「スリージャグの問題」がいくつ
か挙げられているが29）、吉田光由の は唯一である。そのため、吉田光由が「ス
リージャグの問題」を独自の発想で発展させたことが考えられる。
　つまり、油分け問題には、三つの文化（日本、中国および西洋）の融合になる痕跡があ
るといえよう。

２．一次不定方程式による解法の形成
　AlbertのAnnales Stadensesから吉田光由の『塵劫記』まで、「スリージャグの問題」につ
いてすべて解答（１つや２つ）を与えているが、３つの容器の間でどのように液体を移す
かの手順を示したものだけであって、厳密にいえば解法とはいえない。
　アメリカの数学者Cowley（1874〜1945）は、はじめて線形ディオファントス方程式

（Linear Diophantine equation）30）を用いて、バシェーの の問題を に
一般化して、とくに の場合、 というような線形ディオファント
ス方程式が得られ、そしてグラフ分析の手法で、解法を与えている31）。ただし、彼女は、い
わゆるユークリッドの互除法（Euclidean Algorithm）32）で線形ディオファントス方程式を
解く方法を知らなかったようである。
　ユークリッドの互除法で線形ディオファントス方程式の特例（ のパターン）
を解く方法は、バシェー『数学遊戯問題集』（改訂増補版、1624）によりすでに与えられて
いた33）。ただし、バシェーは、この方法を「スリージャグの問題」の解答に利用していな
かった。その後、ベズーは、「ベズーの補題」（Bézout’s lemma）とも呼ばれるベズーの等
式（Bézout’s identity）を証明して、方法を一般化して、すなわち２つよりも多い整数に対
して拡張した。よって、現在、線形ディオファントス方程式をベズー方程式と呼ぶことが
多い。
　それでは、ベズー方程式の解き方を説明しておこう。
　 と を でない整数とし、 をそれらの最大公約数とすると、一般的なベズー方程式は、

と表示できる。
　このとき、 と は のベズー係数（Bézout coefficients）と呼ばれる。それらは一意
的ではない。
　ベズー係数を求めるとき、２つの自然数の最大公約数を求める手法の一つとしてのユー
クリッドの互除法を用いて特解（特殊解）を求めてから一般解を導く手順がよく利用され
る。
　その特解は、ベズーの補題によって、 から求められる。

　一般的には、 、 において、拡張されたユークリッドの互除法の各過程
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と し て の を 繰 り 返 し て、 に な る と き、 

ベズー係数の特解 が得られる。そのため、まず、ベズーの補題によって、

となることが分かる。 とすれば、 になることが分かる。また、

とすれば、
とすれば、

が得られる。このとき、ベズー係数の特解は

となる 。

　なお、 は、 の特解となる34）。

　次に、特解から一般解 を導くことができる35）。

　従来、この一般解をどのように利用して３つの容器の間における必要な移し替え手順を
導くかについての説明は不十分であった。本稿は、このような手順を明らかにするため、
基準値の概念を導入して計算過程の明白化を図る。

　そのため、３つの容器を大きさの順で、それぞれ大＝ （容量 ）、中＝ （容量 ）、
小＝ （容量 ）とする。また、 かつ という条件を明記する。
このとき、以下の式

を考えよう。もし

となるとき、 となるならば、

になる。よって、 の整数が解となる。

　基準値 と定義しておく。

　もし、 ， となるならば、

になる。よって、 の整数が解となる。
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　つまり、基準値 の両側の整数 は、解の を導くことにな
る。
　なお、 であれば、 は から へ移す回数を示すのに対して、 であれば、

は から へ移す回数を示すことになる。また、 であれば、 は から へ移す

回数を示すのに対して、 であれば、 は から へ移す回数を示すことになる。 と
の間の移し替えは以上の移す過程にしたがって別に考える必要がある。 

　それでは、以上の方法を用いて、以下の例題を解いてみてみよう。

　例題１　斗桶に10升の油が入っている。７升の枡
ます

と３升の枡の２つの枡を使って５升ず
つに分けたい36）。

　【解答】
　この問題は、ベズー方程式： で表すことができる。
　まず、この方程式 を、ユークリッドの互除法を用いて、表２に見るとお
り、 の最大公約数を求める。

よって

から、特解

が得られる。したがって

となり、一般解

が求められる。

　そして、基準値 となるため、 の両側の整数は と

より、解の は以下のように求められる。

表２　ユークリッドの互除法の計算結果
No. k r 備考
０ 　 ７ a
１ ２ ３ b
２ ３ １
３ 　 ０

出典：著者作成。
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　 のとき、解

　 のとき、解

が得られる。
　それでは、具体的な移し替え方をそれぞれ考えよう。

　まず、 のとき、解

　ここで、 であるため、 は から へ移す回数を示している。また、
であるため、 は から へ移す回数を示している。 と の間、 を空け

るため へ３回移す必要があることが分かる。具体的な移し替え方は表３を参照されたい。

　次に、 のとき、解

　ここで、 であるため、 は から へ移す回数を示している。また、

表３　 のときの移し替え方

操作 10升斗桶 ７升枡 ３升枡
０回目 10 ０ ０
１回目 ３ ７ ０
２回目 ３ ４ ３
３回目 ６ ４ ０
４回目 ６ １ ３
５回目 ９ １ ０
６回目 ９ ０ １
７回目 ２ ７ １
８回目 ２ ５ ３
９回目 ５ ５ ０

出典：著者作成。

表４　 のときの移し替え方

操作 10升斗桶 ７升枡 ３升枡
０回目 10 ０ ０
１回目 ７ ０ ３
２回目 ７ ３ ０
３回目 ４ ３ ３
４回目 ４ ６ ０
５回目 １ ６ ３
６回目 １ ７ ２
７回目 ８ ０ ２
８回目 ８ ２ ０
９回目 ５ ２ ３
10回目 ５ ５ ０

出典：著者作成。
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であるため、 は から へ移す回数を示している。 と の間、 を空けるた
め から へ５回移す必要があることが分かる。具体的な移し替え方は表４を参照されたい。
　以上、油分けの問題の２つの解答を与えている。
　ただし、一次不定方程式で油分けの問題が解けるが、そのややこしさを強く感じさせら
れている。

３．グラフ解法の功罪
　1939年に、イギリスの医学物理学者、統計学者Tweedie（1919〜1996）は、グラフ分析の
手法による解法を発表した。
　Tweedieの問題文の邦訳：ある男は３つの容器を持っており、その容量はそれぞれ３、
５、８パイントであった。最大のものには水をいっぱい入れている。彼は、これらの容器
のみを使用して、水を等分することを望んでいる。これを行うために最も簡単な方法は何
だろうか37）。

　このパズルは明らかにイギリスにおける の問題の本土化といえるが、解法に
は特徴がある。Tweedie（1939）の解法は、座標軸を活用したものである。図４（a）に示
したように、横軸を５パイント、縦軸を５パイントにする。また、 は、３、５、８
パイントの容器における水の量を表し、出発点＝原点を とする。終点＝目的地は

の点である。

　具体的な手順をいえば、まず から まで線を引く。これは、８パイントの容
器より５パイントの水を５パイントの容器へ移したことになる。
　次に、 から まで線を引く。これは、５パイントの容器より３パイントの水
を３パイントの容器へ移したことになる。このとき、５パイントの容器の残りは２パイン
トとなった。
　第３に、 から真下の横軸まで線を引く。到達点は で、３パイントの容器よ
り３パイントの水を８パイントの容器へ移したことを意味する。
　第４に、 から まで線を引く。これは、５パイントの容器より２パイントの
水を３パイントの容器へ移したことになる。
　第５に、 から まで線を引く。これは、８パイントの容器より５パイントの
水を５パイントの容器へ移したことになる。
　第６に、 から まで線を引く。これは、５パイントの容器より１パイントの
水を３パイントの容器へ移したことになる。
　第７に、 から真下の横軸まで線を引く。終点＝目的地の に到達する。

　もし、図４（b）に示したように、第１ステップが、 から に向かって出発す
れば、また別の解（８回）が得られる。
　Tweedie（1939）のグラフ解法を用いて、『塵劫記』の油分け問題を考えると、まず、原
点の から まで線を引く。これは、１斗の枡より７升の水を７升の枡へ移し
たことになる。次に、 から まで線を引く。これは、７升の枡より３升の水を
３升の枡へ移したことになる。このような操作を繰り返していけば、９回目にゴールにな
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る（図５参照）。もし、原点の から に向かって出発すれば、10回目に終点に
到達する（この場合のグラフを省略）。
　Tweedie（1939）のグラフ解法を発展させ、いわゆる三角グラフ（Ternary plot）38）を用
いて解くと、すこしやりやすくなるようである（図６参照）。
　説明： は８パイントの容器に残る水の量、 は５パイントの容器に残る水の量、
は３パイントの容器に残る水の量を表す。原始状態では、 点の座標は 、 点の座

標は 、 点の座標は となる。平行四辺形 は移動可能な範囲を示す

図５　『塵劫記』の油分け問題のグラフ解法
出典：著者作成。

図６　Tweedie問題の三角グラフ解法
出典：著者作成。

図４　Tweedie（1939）のグラフ解法
出典：Tweedie（1939）より引用。

（a） （b）
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（カッコを付けた数値は利用できないことを意味する）。三角形 は解の範囲を示す。
解を意味する点は３つあるが、 点と 点は の範囲外となるため、利用不能であ
る。したがって、解となる点は、座標が  の 点だけである。
　具体的な手順：① 点の  から 点の  まで線を引く。② 点の  
から まで線を引く。このようにして、図６における矢印と番号にしたがって操作を
繰り返していけば、７回目にゴールになる。もし、 点の から 点の に向
かって出発すれば、８回目に終点に到達する（この場合のグラフを省略）。
　ただし、グラフ解法は一次不定方程式より油分け問題を簡単に解くことができるが、機
械的操作になる印象を強く感じさせる。

４．新解法：キー値値法
　以上の「スリージャグの問題」を、「３つの容器｛大＝ （容量 ）、中＝ （容量 ）、
小＝ （容量 ）｝を用いて、 かつ という条件の下で、容量
を等分する」というように理論的にまとめておこう。
　ヒントとなるグラフ解法の手順をもとに、グラフを使わなくても、以下の操作を繰り返
せば問題を解決できるはずである。可能な手順は２つあるため、

　最適ルート：大＝ から中＝ へ操作をスタートする手順
　次適ルート：大＝ から小＝ へ操作をスタートする手順
と定義しておく。それでは、２つのルートをそれぞれ検討しよう。
　まず、最適ルートを行い、

　（１）中＝ が空であれば、大＝ の液体を中＝ に満たす。
　（２）中＝ に液体がいっぱいになったら、次の手順は状況を見て決める。もし、小＝
がいっぱいでなければ、中＝ の液体で小＝ を満たす。もし、小＝ がいっぱいであれ

ば、それをすべて大＝ に移してから、新たに（１）から行う。
　以上の操作を繰り返せば終点に到達できる。
　次に、次適ルートを行うならば、操作は最適ルートより１回多く、目的地に到達できる

（省略）。
　このように無味な手順を繰り返せば問題を解決できるが、数学力を高める効果も頭を鍛
える効果もないだろう。油分け算は数学遊戯の問題として、頭の体操の役割もあるはずで
あるが、以上の解法はずれているといえる。この点をめぐってよく考えると、Singmaster 

（2004）の 問題や吉田光由（1627）の  問題のような「スリージャグ
の問題」には、 や というような特徴があることに気づいている。この

特徴は、一般的には で表すことができる。この特徴から和算に似合う解法を考え
よう。

　そのため、まず、 の条件を満たす「スリージャグの問題」について、以下の表

記法を新たに規定する。問題の条件を  
として、３つの容器｛大＝ （容量 ）、中＝ （容量 ）、小＝ （容量 ）｝を用いて、容
量 を等分することを式
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で表す。そして、 の場合、等差の となることに気づいたため、以下
の補題を得られる。

　補題：「スリージャグの問題」では、等差 が成立する必要十分条件は
である。

　証明：

　もし、 が成立するならば、

が得られる。

　もし、 が成立するならば、

が得られ、整理すると、

が得られる。　
　この等差をキー値 と定義する。すなわち となる。また、

の条件を満たす「スリージャグの問題」を等差型と呼ぼう。
　キー値 の重要性は、 のことにある。したがって、キー値 が分かる
と、問題を解決できる鍵ができたといえる。それは一次不定方程式のようなものであるが、
暗算ですぐ分かるはずである。コツとしては、 なので、以下のように の倍数（とく

に は参考になる）から試作すれば、

通常は３回以内で、 を満たす と が求められる。
　ただし、 の場合、 が得られたとき、 なので、

についての同じ操作を 回繰り返せば問題が解決できる。

　 と の役割については、もし操作は から へスタートすれば、 は操作不能にな
る（ の容量は ）ため、 を満たす 、 を考えることになる。
　ただし、この は にとってのものである。それは、 の中の量は になるときし
か実現できない（ の中で、 の水が残ったとき、 から へ だけを移せるため、 か
ら だけ減ることになる）。このように相対的に と の関係を検討する方法は、いわゆる
弁証法（Dialectic）の考え方である。
　 は から へいっぱい移す必要回数を示す。 は に入れる回数であるが、 と
すれば、表５のようになる。
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表５　 の意味

回数 １回目 ２回目 …… 回目 回目

入れ量
出典：著者作成。

　このようにして、 から へ移す回数は（ ）となることが分かる39）。

　 から へ移す回数については、まず１回目の を から へ移す回数を考える必要があ

る。それはいわゆる天井関数で求めた  で決める40）。

　 の場合を検討するため、１回目の を から へ移して、その最終回の残り（例

えば、 とか）を としておく41）。 とすれば、 を から へ移す回数は、

になるため、下表のようになる。

表６　 から への移し回数

回数 １回目 ２回目 ３回目 ５回目 ６回目 ７回目 ……

入れ量 ……

出典：著者作成。

　このようにして、キー値 が に出てきたら、目的地までの手順はあと３回のみにな
る42）。

　もし、われわれの操作が から へスタートするならば、 を考える立場に変わる必
要があるが、後の操作は上記に類似する。
　この解法をキー値値法と呼ぼう。
　それでは、キー値法を用いて、例題１を新たに解いてみよう。この場合、

であるため、 を考えると、

になることが分かる。したがって、 から へ１回移し、 から へ３回で移し（３回目は
１升の油だけを移した）、 なので、 から へ２回移すと、 の中の油は１升になる

（これは にとっては－２を意味する）。その上、３回の操作で の目的を達成する。
すべての操作は、計 回である。
　次に、キー値法を用いて複雑な例題を解いてみよう。

　例題２　18ℓの石油缶に灯油が満たされている。これをもとの石油缶と更に11ℓ入り、
７ℓ入りの２つの石油缶を用いて丁度半分ずつにしたい。移し替えの手順が何回か43）。

　【解答】

　この場合、キー値 であるため、 を考えると、暗算です
ぐ
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が得られる。また、 なので、 を行う必要になる。
　したがって、まず から へ２回移し 、 から へ１回目の を で
移したあと、 の中に ℓになった。したがって、 から へ２回目の を移すとき、

に分けられなければならない。 から へ計 を移したため、 を３
回いっぱいにさせ（ から へ３回戻したことをも意味する）。つまり、 の中の灯油を１
ℓにするため、計 回の操作を行った。

　続いて、 になる手順を行う。 から へ移して、このとき、
の中は１残っているため、 から へ移すとき、 に分けられなければならない。つ

まり、 の方法で から へ２回移すと、 の中の灯油は５ℓになる。すなわちキー
値を得ている。このため、計 回の操作を行った。
　キー値が出てきたため、あと３回で終わる44）。全部の操作は計17回であった。これは最適
ルートである。次適ルートで行ったら18回になる。
　最後に、1995年のダイハードⅢに登場したパズルにもキー値法が適用できることを見せ
たい。
　このパズルは、制限時間内で解決しないと、爆発してしまうというbomber’s deadly game
であった。ただし、それは、油分け問題とちょっと異なって、ジャグは２つしかなく、５

ガロンのジャグ（ ）と３ガロンのジャグ（ ）であった。この２つのジャグを使ってジャ
グの中を４ガロンにしてから、爆発物の上に乗せれば爆発が解除されるとのことであった。
なお、水源はあって利用には制限がないとされている。
　このパズルに容器は２つしかないが、 となるため、暗算ですぐ

になることが分かる。したがって、① に水をいっぱい入れる。② から に水を移し、
いっぱいにさせる。③ の水を捨てて、空ける。④ に残った２ガロンの水を に移す。
の中の水は２ℓになり、キー値を達成している。これで、あと２回の操作で の中の水が４
ガロンになる45）。なお、 からスタートしてもよいが省略する。
　ともあれ、キー値法があると、油分け問題の計算は簡単になり、いつか数独より活躍さ
れる可能性もあるだろう46）。

おわりに
　本稿は歴史的視角から、国際的舞台で油分け問題を考察した。
　Singmaster （2004）が提示した手がかりを参考に、ネット上の膨大なデジタル資料を利用
して、日本、中国および西洋の古文献を調べて、日本と中国にはなくて、1240年頃にドイ
ツで油分け問題の源となるものがはじめて出てきたことや、1500年以降イタリアなどの国
で流行ってきたことが確認できた。
　また、吉田光由は、角倉素庵から中国の数学書『算法統宗』を学び、イタリア宣教師カ
ルロ･スピノラの数学を受講したこともあり、数学について中国と西洋の影響を受けたこと
が分かった。また、問題文は、古代中国からの体積単位を用い、西洋の「スリージャグの
問題」の形式を使い、吉田光由自身の発想も組み入れているため、三つの数学文化の融合
を示していることが分かった。
　本稿も、油分け問題そのものを数学的立場から検討し、その解法はますます進化してい
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るが、機械的操作になってしまう傾向があるため、頭を鍛えるという数学の効果が弱く
なっていることを指摘した。そのため、本稿では数学の文化的価値を念頭に置き、和算の
精神に似合う新解法＝キー値法を提示した。よって、油分け問題の解答は、心または知恵
の運用へ回帰し、方程式もグラフも不要で、暗算だけで解ける問題となる。このようにし
て、もともと数独より面白さが濃い油分け問題は、頭の体操のように活用されることも期
待できるだろう。

注
１）具体的にいえば、文部科学省（2018）第２章各科目第４節数学Ａの３「内容と内容の取扱い」にお

ける（3）「数学と人間の活動」で取り扱われている。

２）高木茂男『パズル遊びへの招待・オンライン版』はこの点にふれている。

３）佐藤健一（2006）、243頁。ただし、鈴木武雄（2019）は、五巻本を謎として疑っている。

４）中央教育研究所（2011）より引用。後の全文「あぶら一斗あるを七升ますと三升ますと二つにて五

升づつはかりわけたきといふ時先三升のますにて七升ますに三ばい入申候時三升ますに二升のこり申

し候時七升ますのを斗をけへあけて三升ますに弐升有を七升ますに入て又三升にて一はい入は五升づ

つにはかり申し候なり」（現代語訳：油一斗あるものを、七升ますと三升ますと二つで、五升づつに

量り分けたいと言う時に、先ず三升ますで七升ますへ三杯汲んで入れれば、三升ますに二升残る。こ

の時に七升ますに入っている油を一斗のおけにあけて、この二升を七升ますに入れる。三升ますで一

杯汲めば、五升ずつと成る。）

５）尺貫法は、明治以降メートル法と併用されていたが、昭和34年（1959）より原則として廃止され、

昭和41年（1966）以後メートル法に統一されたという。

６）日本で升が現在の大きさ（1.80391リットルにあたるもの）になったのは江戸時代のことである。

７）1573年に出版された『盤珠算法』は『新刻訂正家伝秘訣盤珠算士民利用』（全２巻）の略で、明の

徐心鲁の著書である。『数学通軌』は明の柯尚遷の著書であるが、1578年に出版された『曲礼外集』

に「補学礼六芸付録」として所収されたものである。『算法指南』は1604年に出版された『新鎸易明

捷径算法指南』（全２巻）の略で、明の黄竜吟の著書である。

８）鈴木（1986）は、「現在に伝わらないものがあったかも知れないが、現存本に限って云えば塵劫記

の初版本の種本は盤珠算法、数学通軌、算法指南であり、他は室町以来の伝統数学によっていると結

論づける者である」と述べている。

９）『算学啓蒙』３卷は元の朱世傑（生没年不詳）が1299年に著したものである。『算法統宗』（正題：

新編直指算法統宗）17巻は、明の程大位（1533～1606）の著書であり、1592年に出版された。

10）例えば、王青翔（1987）は『塵劫記』と『算法統宗』との比較を中心に考察している。竹之内脩

（2001）は『算学啓蒙』、『算法統宗』を『塵劫記』の数学のもとになったものとして検討している。

11）上野健爾「『塵劫記』と吉田光由 （誌上市民講演会）」『数学通信』25（4）、2021年。

12）和算書に対して、中算書は古代中国の数学書を指す。

13）中国では、漢の韓信による油分け問題（「韓信走馬分油」や「韓信分油」という）が伝説として民

間で流れているが、文献で確認できるのは、早くとも『今日農村』1998年第２号の物語コーナーで

「小故事」（著者名なし）として掲載したものである。その後、李北西（2004）がある。どちらでも出

典がなかった。

14）堀口俊二（2008）は、イタリアのイエズス会の宣教師であるカルロ･スピノラ（Carlo Spinola, 
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1564～1622）は1604年（慶長９）から1611年（慶長16）にかけて京都の天主堂で７年間説教の傍ら天

文数学の講義を行っていた。７歳の吉田光由が外祖父の吉田素庵に連れられて講義を受けたと指摘し

ている。

15）佐藤健一（2006）によれば、藤岡茂元『算元記』（1657）では、「三斗二升桶の油を一斗枡三個と七

升枡一個をつかって八升ずつに分ける問題」を載せている。このような問題もSingmaster （2004）の

分類に含まれていないことが分かる。したがって、Singmaster （2004）の分類はまだ不完全だと考え

られる。

16）モヌメンタ・ゲルマニアエ・ヒストリカ（Monumenta Germaniae Historica＝MGH）XVIに所収。

図（a）はMGH（XVI）の裏表紙で、図（b）はAnnales Stadensesに関する説明である。

17）Albertは、ラテン語で物語のように述べた内容：ある船の中で、フィリ（Firri）は、８ガロン

（metretas）のワイン（vinum）を持つ。ティリ（Tirri）から半分もらいたいと頼んだ。「船がある

か」とティリが聞くと、フィリは２つの花瓶（vasa）を持っていると答え、１つは５ガロン、もう１

つは３ガロンであった。ただし、フィリもティリも分け方を知らなかった。誰かの手伝いで２つの花

瓶を用いて、８ガロンのワインをうまく等分したとのことであった。

18）この手稿は現代の魔法と数字のパズルの基礎と評されるが、中世に少数の学者しか知らずに、

ボローニャ大学のアーカイブに保管されていた。数学者のデビッド・シングマスター（David 

Singmaster, 1938〜）に偶然に発見された後、2007年に初めて英訳版が出版されたという。The 

Guardian（ガーディアン）は、イギリスの大手一般新聞である。また、この手稿はイタリアのアボ

カミュージアム（Aboca Museum）によって2009年に公開されている。

19）イタリア語の原文：Et alo Idiota proposto sa fatigara in uano cercando lo impossibile。また、以上

の内容はHirth （2015）を参照。

20）ジェロラモ・カルダーノ（Gerolamo Cardano、1501～1576）は、イタリアの数学者として知ら

れているが、医者、占星術師、哲学者でもあった。ニコロ・フォンタナ・“タルタリア”（Niccolò 

Fontana “Tartaglia”、1499年または1500年～1557年）はイタリアの数学者、工学者、測量士であ

る。「タルタリア」（Tartaglia）は、イタリア語で「吃音者」のことを意味し、彼の渾名という。カ

ルダーノとタルタリアとの対立は、三次方程式の解法発見をめぐって生じたそうである。タルタリ

アは、長らく秘蔵していた三次方程式の解法を「公表しない」との誓いの元でカルダーノに教え

た。カルダーノは、これをもとに弟子のフェラーリと共に一般的な三次方程式の解法等の研究に取

り組んだ。また、カルダーノは、著書『偉大なる術（アルス･マグナ＝Artis magnae sive de regulis 

algebraicis liber unus （conosciuta anche come Ars Magna）, Nuremberg, 1545）』を出版し、三次方程

式と四次方程式の解法を公表した。そのためにタルタリアは激怒し、カルダーノと長く論争すること

になったという。

https://it.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardanoまたはhttps://it.wikipedia.org/wiki/Niccol%C3%B2_

Tartagliaaを参照。

21）Singmaster（2004）を参照。

22）下平（2011）第52頁および佐藤（2006）第244頁においても手掛かりとなる程度ふれている。

23）ただし、その133条で述べた問題は132条の問題の継続となるが、５オンス、11オンス、13オンスの

瓶を用いて24オンスのバルサムを３等分する問題であって、『塵劫記』における油分け問題と違うパ

ターンのパズルであるため、本稿は検討しないことにする。

24）Tartaglia, Niccolò, General Trattato di Numeri et Misure, Part I, Venice: Curtio Troiano, 1556, art. 
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132 & 133, pp. 255v-256r.

25）Claude Gaspard Bachet de Méziriac （1581～1638）は、フランスの数学者、詩人および言語学者で

ある。

26）下平（2011）第52頁において手掛かりとなる程度ふれられているが、高木茂男『パズル遊びへの招

待・オンライン版』、http://www.torito.jp/puzzles/puzzle_asobi.shtml（アクセス日2021年８月23日）

では、バシェーの著した『数学遊戯問題集』（改訂増補版、1624）には、８パイントのワインを、５

パイントと３パイントの容器で等分する問題が載っていると指摘したこともある。

27）カルロ･スピノラは、1599年にリスボンから日本に向かい、1602年に日本に到着して、1604から

1611年までの７年間京都で天文数学を教えていたという。

28）それにしても、カルロ･スピノラはフランスから「スリージャグの問題」を知る可能性はないとは

いえない。とくにSingmaster （2004）によると、遅くとも1559年にフランスではすでに「スリージャ

グの問題」を含める数学書（Johannes Buteo. Logistica, Lyon, 1559）が出版されたことがあるから。

なお、Johannes Buteo（c. 1485-c. 1560）はフランスの数学者、論理学者である。

29）佐藤健一（2006）によると、武田真元『摘要算法』（1846）では、「一四升補の油を五升枡一個

と三升枡一個を使って七升ずつ二ヶ所に分ける問題」を載せていることを指摘している。これは、

のパターンとなり、新しい発展をも意味する。

30）ディオファントス（Diophantus of Alexandria、推定生年：200～214年、推定没年：284～298年）

は、ローマ帝国時代の数学者である。彼の名著『算術』（Arithmetica）は、16世紀以降のヨーロッパ

における代数学発展に影響を深く与えたという。一般的には、ディオファントス方程式は、整係数多

変数高次不定方程式を指すが、線形ディオファントス方程式は、一次のディオファントス方程式のこ

とで、一次不定方程式 （Indeterminate Equation）やベズー方程式（Bézout’s Equation）ともいう。

31）Cowley （1926）を参照。

32）この方法は、ユークリッド『原論』（BC300年頃）第７巻で載せているという。

33）Bullynck（2009）を参照。

34） から、 が得られるため。

35） と を連立して解くと、 が得られる。

なので、 、 となることが分かる。

36）『塵劫記』の油分け問題を書き直したものである。

37）原文：A man has three vessels, whose capacities are 3, 5 and 8 pints respectively. The largest is 

full of water. He desires to divide this water into two equal parts by using these vessels only. What 

are the simplest ways of doing this? Tweedie（1939）を参照。

38） こ れ も い わ ゆ る 重 心 プ ロ ッ ト（Barycentric plot） で あ る が、 同 次 座 標 系 （Homogeneous 

Coordinates）に属する重心座標系（Barycentric coordinate system）、または三線座標系（Trilinear 

Coordinates）と思われることもある。

39）その 回目では、 に残ったものは で、いっぱい状態ではないので へ移せない
が、仮想的に移せば、それは に足りないもの（ ）を移したことを意味する。また、この（ ）

は から へ移す場合しか、 の意味にならない。

40） とは、天井関数（Ceiling Function）の記号である。天井関数とは、実数 に対して 以上の最

小の整数と定義されている（数式： ）。例えば、 となる。

41）とくに、 ならば、 となる。
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42）① から へいっぱい移して、② から へ移し、 をいっぱいにさせる。 から へ移せる量は

だけであるため、このとき、 の量は になる。③ から へ移すと、 の量も にな
る。

43）加賀博著『完全分析SPI問題集:過去のデータと最新情報から出題パターンがわかる』永岡書店2000

年、第76頁より引用。

44）具体的な手順：① から へ を移して、② から へ を移し、 をいっぱいにさせる。このと

き、 の量は になる。③ から へ移すと、 の量も になる。

45）① に水をいっぱい入れる。② から に水を移し、 をいっぱいにさせるが、 に ガロンの

水が残っているので、 から に移した水は ガロンだけである。よって、 の中に残った水は

ガロンになる。

46）とくに、油分け問題の構成要素は、対象者、内容品、容器、単位からなるため、問題文に物語を入

れ替えやすいだろう。
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